3.3 Grundeigenschaften

Proposition: Fiir alle Matrizen A, B, C iiber K und alle A\, u € K gilt, sofern die Matrizen die fiir die
jeweilige Formel richtige Grosse besitzen:

(Assoziativitat der Addition)
(Kommutativitiat der Addition)
(Neutrales Element der Addition)
(

Inverses Element der Addition)

AN(A+B) = A-A+)\-B (Linksdistributivitéat der skalaren Multiplikation)
A4+p)-A=X-A+pu-A (Rechtsdistributivitét der skalaren Multiplikation)
A(p-A)y = (A-p)-A (Assoziativitdt der skalaren Multiplikation)
1-A=A (Einselement und skalare Multiplikation)
0-A = Ony (Nullelement und skalare Multiplikation)

(Assoziativitdt der Multiplikation)
(Linksdistributivitat der Multiplikation)
(A+B)-C = A-C+B-C  (Rechtsdistributivitat der Multiplikation)
(
(

Linksneutrales Element der Multiplikation)
Rechtsneutrales Element der Multiplikation)

(A-B) = (A\-A)-B (Assoziativitat fiir gemischte Multiplikation)
-(A-B) = A-(\-B) (Assoziativitdt fiir gemischte Multiplikation)



Insbesondere ist die Menge aller m x n-Matrizen iiber K zusammen mit der Addition und dem neutralen
Element O,,, eine abelsche Gruppe.

Die Menge aller m x m-Matrizen tiber K zusammen mit der Addition und Multiplikation und dem Null-

element O,, ,,, und dem Einselement I, ist ein unitarer Ring.

—_—

Vorsicht: Fiir m > 2 ist dieser Ring weder kommutativ noch ein Schiefkérper.




Bemerkung: Teilt man eine Matrix horizontal und/oder vertikal in Teilmatrizen auf, so spricht man von
einer Blockmatriz. Fiir die Addition und Multiplikation von Blockmatrizen passender Grosse gelten die
entsprechenen Formeln wie in §g#. Zum Beispiel gilt fiir beliebige 2 x 2-Matrizen A;; and B;;:
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3.4 Transposition

Definition: Die Transponierte einer m x n—Matrist die durch Vertguschen der Zeilen-
atrix

indizes mit den Spaltenindizes entstehende n x m- A X, o
= I In

ayip ... Gm1 .
T ._ B _ . . .
A = (a”) 11§]<n = : .. : Qh«/l - O\I’Hh

<i<m

Aip ... Qmn

(Beachte: Hier bezeichnet der erste Index j die Zeile, der zweite i die Spalte.)

Proposition: Fiir alle Matrizen A, B iiber K und alle A € K gilt, sofern die Matrizen die fiir die jeweilige

Formel richtige Grosse besitzen:




3.5 Invertierbare Matrizen

itE A=A A= 1, \heisst
invertierbar. Die betreffende Matrix A’ heisst dann Inverse von A und wird mit A~! bezeichnet. Die Menge

Definition: Eine m x m-Matrix A, zu der eine m x m-Matrix A’ existiert

aller invertierbaren m x m-Matrizen iiber K wird mit GL,,(K) bezeichnet.

Proposition: Die Menge GL,,(K) zusammen mit der Matrixmultiplikation und dem Einselement 1,

M@ﬂ@e. Insbesondere gilt fiir alle m x m-Matrizen A und B:

(a) Ist A invertierbar, so ist die Inverse A~! eindeutig bestimmt.

(b) Ist A invertierbar, so ist auch A~' invertierbar mit (A-T)~! = A.

(c) Sind A und B invertierbar, so ist A - B invertierbar und (A- B)™' = B~!. A~%
)

il o7 T
(d) Ist A invertierbar, so ist B invertierbar genau dann wenn A - B invertierbar ist genau dann wenn

B - A invertierbar ist.

(e) Esist A invertierbar genau dann, wenn A7 invertierbar ist, und dann ist (A7)~ = (A~HT.
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